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Movimiento circular

Velocidad, aceleracion y fuerzas

De la linea recta al cambio continuo de direccién

IESM

BENJAMIN
de Tudela

1 / EMPEZAR EN UNA RECTA

La aceleracion indica como cambia la velocidad

Para una particula de masa constante, en un sistema de referencia inercial,

= dv
F = a a = — |
g ma y a T

La fuerza resultante determina la aceleracion; la aceleraciéon determina el cambio de velocidad.
En los tres casos siguientes el cuerpo se mueve hacia la derecha y las marcas se toman cada mismo

intervalo At.

1. Sin aceleracion: velocidad constante

S FE=0
- F
4‘_) '—) ‘—) '—) ‘—) ¢ > T
to t to ts ty
vz > 0 constante Az iguales.
2. Aceleracidon en el sentido de la velocidad: crece la rapidez
> > > —_— —> Y F
—_— —> —> — —> a
¢ ¢ L ¢ ? @ > > T
to 131 t2 i3 2}
S>F, >0 a;>0 v, crece: las posiciones se separan cada vez mas.
3. Aceleracién opuesta a la velocidad: disminuye la rapidez
D S R S N F = = <t
-« -« i <— «— <«
—@ E @ 2 @ > e o > T
to t1 ta t3 2}

> F, <0 a;<0 v, disminuye: las posiciones estdn cada vez mds préximas.

Azul vivo: velocidad. Ambar: aceleracién. Azul oscuro: fuerza resultante. Los vectores de cada particula se
separan ligeramente en altura para distinguirlos; son colineales. En los casos 2 y 3, la fuerza resultante y la

aceleracion son constantes. Las escalas de las tres magnitudes son independientes.

En una recta, mientras no cambie el sentido del movimiento, la aceleracién a favor de
la velocidad aumenta la rapidez y en contra la reduce.

El caso 3 se representa antes de detenerse. Si la misma fuerza sigue actuando después, el cuerpo invierte su
sentido y aumenta su rapidez hacia la izquierda. Fuerza resultante nula puede significar que varias fuerzas

se equilibran.
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2 / MODULO Y DIRECCION
Dos maneras de cambiar el mismo vector

En cada instante con v > 0 podemos escribir

CETTA R A

v expresa cuanto vale la rapidez; el vector unitario u, expresa hacia dénde se mueve el cuerpo.
Una variacién de cualquiera de los dos factores cambia la velocidad.

Cambiar el médulo Cambiar la direccion
Uy

vf > 77,7

v cambia; %, se mantiene. v se mantiene; 1, cambia.
La aceleracién es tangencial. En un circulo, es radial.

Desarrollo de la derivada: regla del producto

Los dos factores dependen del tiempo, por lo que

i=%_ 41,4
Code At
—d—vﬁ —}—vdﬁv
Clde Y dt

En una trayectoria circular, los dos términos corresponden a las componentes tangencial y radial:

Primer término: cambia la rapidez Segundo término: cambia la direccion
L, dv . d,

G = 3 o r=v-—

Es paralelo u opuesto a la velocidad. Es perpendicular a la velocidad.

Su signo indica aumento o disminucién de Indica hacia donde se curva la trayectoria.
rapidez.

iPor qué los dos términos son perpendiculares?

El vector i, mantiene su médulo unidad y solo puede cambiar de direccién. Por eso, di,, /dt no apunta
a lo largo de i,: el cambio de un vector unitario es perpendicular al propio vector.

La aceleracion tangencial cambia la rapidez. En el movimiento circular, la aceleracién
radial cambia la direccién. Pueden actuar a la vez.

En el reposo, la direccién de la velocidad no estd definida. La ecuacién vectorial @ = dv//dt sigue siendo vélida;

la descomposicién mediante i, se usa en los tramos donde v > 0.
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3 / SALIR DE LA RECTA
i Qué cambia si la aceleracién es perpendicular?

Ahora la fuerza resultante apunta de lado respecto a la velocidad. Como A¥ ~ d At en un intervalo
muy pequeno, la velocidad cambia hacia el lado de la fuerza: su direccién gira.

C

S
J:l

aA A

Trasladamos las velocidades

. . . a un origen comun para restarlas.
Si la aceleracién apunta siempre a O,

la tangente va cambiando.

En el ejemplo circular las velocidades tienen igual médulo. La diferencia Av = ¥g — ¥4 une las puntas de los
vectores. Para un intervalo finito apunta hacia el interior; al tomar el limite temporal se obtiene la aceleraciéon

instantanea radial.
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4 / UNA COORDENADA SOBRE UNA CURVA
Una circunferencia también tiene un grado de libertad

En una recta conocida, basta dar x para localizar el cuerpo. En una circunferencia de centro y radio
conocidos, basta dar el angulo ¢. Las posiciones posibles siguen formando una linea, ahora curva.

Recta: una coordenada =z Circunferencia: una coordenada ¢
Y
P
R s = Ry
P p
| @ > T > T
‘ (@) R cos o
(0]
”
Fijado el origen, x determina Fijados O, R y la referencia angular,
el inico punto permitido en la recta. ¢ determina el punto en la curva.

Dos coordenadas cartesianas, una sola variable independiente

En el plano necesitamos escribir dos componentes, pero estan ligadas:
_ P 2 2 _ p2
T = Rcosy, y = Rsiny, z*+y° = R"

Conocer ¢(t) basta para conocer ambas. El movimiento esti contenido en un plano, pero sobre
una circunferencia fija tiene un solo grado de libertad. Esto no elimina las distintas direcciones
de sus vectores velocidad y aceleracion.

De la posicion angular a la rapidez

Midiendo ¢ en radianes y tomando el sentido antihorario como positivo,

dep dw

s es una coordenada de arco orientada. Para contar vueltas se deja crecer ¢ mas alla de 27; los &ngulos
que difieren en 27 localizan el mismo punto.

En el movimiento circular uniforme (MCU), w es constante: p(t) = ¢p+wt. Los dngulos
y los arcos recorridos en tiempos iguales también son iguales.

El periodo T es el tiempo de una vuelta y la frecuencia es f = 1/T"

2 2R
=" TR , v =2mwRf.
wl v
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5 / ACELERACION HACIA EL CENTRO
La aceleracion centripeta

En una trayectoria circular de radio R, la direccién de la velocidad cambia continuamente. La ace-
leracién que produce ese cambio de direccién se llama aceleracidon centripeta: apunta radialmente
hacia el centro y es perpendicular a la velocidad.

Su médulo viene dado directamente por

2

La direccién radial y la tangente
son siempre perpendiculares.

La velocidad es tangente.
La aceleracién centripeta apunta a O.

Se muestran tres posiciones de un MCU: la rapidez y el médulo de la aceleracién son constantes, pero ambos

vectores cambian de direccién. Las flechas de velocidad y aceleracién tienen escalas independientes.
La direccién y el sentido también forman parte del resultado

Si i, es el vector unitario hacia el centro, la expresion vectorial es

1}2

e = —Up |

R

La férmula del médulo a. = v?/R también es valida cuando cambia la rapidez: sigue describiendo la
componente radial hacia dentro. En ese caso puede existir ademés una componente tangencial,
que se analiza en el apartado siguiente.

En el MCU hay aceleracion aunque la rapidez sea constante: la velocidad cambia
porque cambia su direccidn.

Como depende de la rapidez y del radio

Si la rapidez se duplica manteniendo R, la aceleracién centripeta se multiplica por cuatro. Si el radio
se duplica manteniendo v, se reduce a la mitad.
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6 / DOS DIRECCIONES, DOS EFECTOS
La componente radial curva; la tangencial cambia la rapidez

Sobre una circunferencia, y en un tramo con v > 0, elegimos la tangente en el sentido de la velocidad
(iy) y la radial hacia el centro (,):

dv v2

d‘:aﬁv"—ﬁﬁr

Son dos direcciones de los vectores en cada punto, aunque la posicién sobre la trayectoria se
describa con una sola coordenada.

Rapidez constante Rapidez creciente
0l 0l
a -
Q
a. O a. O
ay = 0 a; > 0

a=d. @l = VaZ +ai

En el segundo dibujo, d; y ¥ son colineales y tienen escalas independientes. Si la rapidez disminuye, d; apunta

en sentido opuesto a ¥; la componente centripeta sigue apuntando al centro.

Aplicar la segunda ley de Newton por componentes

Con el sentido radial positivo hacia dentro,

2 d
ZFT:m%, ZFt:mdit)'

En este documento, @, apunta hacia el centro y > F,. es la componente de la fuerza resultante en ese

sentido.

«Centripeta» describe el papel de la resultante radial de las fuerzas reales. Puede ser
una fuerza completa, una componente o la suma de varias componentes.

En cada diagrama se dibujan las interacciones que existen: tension, gravedad, normal, rozamiento...
El valor mv?/R se escribe al otro lado de la ecuacién radial; afiadir una fuerza independiente con ese
nombre duplicaria la contribucién.

Para resolver cada situacion: dibuja las fuerzas reales; marca la direccion hacia el centro; proyecta cada fuerza;

impén >° F,. = mv?/R. Después analiza el balance tangencial y, si procede, el equilibrio perpendicular al
plano del movimiento.
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7 / CUANDO UNA FUERZA ENTERA ES RADIAL

La tensidn mantiene el giro sobre una mesa

Una cuerda horizontal une el cuerpo a un punto fijo. La mesa es horizontal y se desprecia el rozamiento.
La tensién 7 apunta al centro; la normal N y el peso mg se equilibran verticalmente.

Vista superior Fuerzas en un corte vertical
N
U A
T i T
: hagla
R
]
mg
2
muv

La tensién es perpendicular a la velocidad. Sin fuerza tangencial, la rapidez permanece constante. Por
ejemplo, para m = 0,50kg, R=2,0m y v = 2,0ms™', se necesita 7 = 1,0N.
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8 / UN COCHE EN UNA CURVA HORIZONTAL
El rozamiento estatico proporciona la fuerza radial

Un coche toma una curva plana de radio R a rapidez constante. Suponemos que no derrapa y que no

hay otras fuerzas horizontales relevantes. El rozamiento estatico del suelo sobre los neumaéticos apunta
hacia el centro de la curva.

Vista superior Diagrama de fuerzas
N
A
Y
[s
9
Y
mg
El rozamiento desvia el coche La vertical estéd equilibrada.
hacia el interior de la curva. La horizontal apunta a O.
Primero, el equilibrio vertical; después, el balance radial
mu?
—_——
vertical ~—

hacia el centro

El rozamiento estatico se ajusta al valor necesario hasta alcanzar su maximo:
Js S usN = pgmg.

Por tanto, para tomar la curva sin deslizar,

mv2
= <psmg = |V < Upax = V UsgR|.

El rozamiento estatico no vale siempre u;/N. Ese es su valor maximo; en una curva
mas lenta basta un valor menor.

Un ejemplo y una consecuencia

Para R =50m, s =0,40 y g = 9,81 ms~2,

Vmax = /0,40 -9,81-50 ~ 14ms~ ' ~50kmh.

Si el coche frena mientras gira, el rozamiento debe aportar también una componente tangencial. El
limite |fs| < psN se aplica entonces a la fuerza de rozamiento total, y no por separado a cada

componente.

Aqui se estudia el giro a rapidez constante. Si el agarre no alcanza el valor radial necesario, el coche deja de
seguir la circunferencia prevista.
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9 / CUANDO SOLO UNA COMPONENTE ES RADIAL

Peralte y péndulo cénico: separar horizontal y vertical

En estos dos ejemplos la trayectoria es una circunferencia horizontal. La aceleracion vertical es nula:

una componente de la fuerza equilibra el peso y otra produce la aceleracién hacia el centro.

9.1. Curva peraltada

La carretera forma un angulo 6 con la horizon-
tal. Se desprecia el rozamiento. La normal N es
perpendicular a la superficie.

hacia O <————

La normal se inclina 6 respecto a la vertical. Por
tanto,
N cosf = myg,

mv2

Nsinf =

Al dividir ambas ecuaciones,

2

v
tand = — |,
g

v =4/ Rgtan6.

Para un radio y un peralte dados, esta es la rapi-
dez que permite tomar la curva sin rozamiento.
La direcciéon centripeta es horizontal hacia el cen-
tro de la curva. No coincide con la direccién in-
clinada de la carretera.

9.2. Péndulo cénico

Una masa gira con una cuerda de longitud ¢, que
forma un angulo 6 con la vertical. La tensién 7T
apunta al soporte.

AT cosf

El centro de giro estd bajo el soporte, a la misma
altura que la masa:

T cosf = mg,
2

muv
ing= """

T sin 7

Al dividir ambas ecuaciones,

2

v
tanf = — |,

Ry R =/siné.

La tensién completa apunta al soporte; solo su
componente horizontal apunta al centro de la
circunferencia.

Para el giro estacionario, w? = g/(fcosf). La
cuerda barre la superficie de un cono, de donde
procede el nombre.

Lineas continuas: fuerzas reales. Flechas discontinuas: componentes de una de esas fuerzas. Se muestran para

proyectar la fuerza, no para anadir nuevas interacciones. Ambos dibujos representan un corte radial y vertical;

la circunferencia horizontal del péndulo aparece en perspectiva.

Una trayectoria horizontal no exige que todas las fuerzas sean horizontales. Exige que

su suma vertical sea cero y su suma radial sea mv?/R.
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10 / UN LAZO VERTICAL
La contribucion radial de una fuerza depende de la posicion

Un carrito recorre el interior de una pista circular vertical de radio R. Se desprecia el rozamiento y se
lo modela como una particula: las fuerzas son el peso mg y la normal N de la pista, dirigida hacia el
centro mientras hay contacto.

. C
(e} Abajo, A: hacia arriba.
2
muv
7ng ’I?B NA — mg = RA
N¢
Ng Lateral, B: hacia la izquierda.
O- B mv%,
Np = 7
R /0 mg El peso es tangencial y frena el ascenso.
Na
A Arriba, C': hacia abajo.
A ’ 2
No +mg = ULLlel
mg R

Las flechas de fuerza son esquematicas; los valores de la normal cambian a lo largo del giro. En C, las flechas

paralelas se han desplazado ligeramente para distinguirlas. La velocidad se dibuja con una escala independiente.

El peso puede contribuir radial y tangencialmente

Si 0 se mide desde la vertical inferior en el sentido del ascenso por el lado derecho, las proyecciones
dan

muv? dv

N—mgcos@zT, —mgsinﬂzma.

En el ascenso, la rapidez disminuye y parte de la energia cinética se transforma en energia potencial
gravitatoria. Mientras solo la gravedad realiza trabajo,

E. + mgy = constante.

La normal es perpendicular al movimiento y no realiza trabajo.

La condicion de contacto limita el movimiento circular

La pista puede empujar, pero no tirar: N > 0. En la cima,

2
NC:m(%—g)ZO = |vo > +gR|

Esta es la condicion local en la cima. Si el carrito parte del punto inferior sin pérdidas, conservar la energia
entre abajo y arriba da el umbral v4 > \/5gR para completar el lazo manteniendo el contacto. Si N llega a
cero antes, la trayectoria circular puede terminar antes de la cima.
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11 / CONECTAR LAS IDEAS

Leer un movimiento circular a partir de sus fuerzas

La posicién se describe mediante o(t). Para una circunferencia fija usamos dos direcciones que giran
con el cuerpo: la tangencial i, y la radial #,, dirigida hacia el centro.

. . Loodv, 0% = .

U = VUy, a= au”+ﬁu’"’ ZF:ma.
Situacién Contribucién hacia el centro Balance radial
Cuerda horizontal sobre Tensién completa T =mv?/R
mesa
Coche en curva plana Rozamiento estatico fs = mv?/R
Peralte sin rozamiento =~ Componente horizontal de la fuerza N Nsinf = mv?/R
Péndulo coénico Componente horizontal de la tension T sinf = mv?/R
Lazo vertical, abajo Fuerza normal N menos peso N —mg =mv?/R
Lazo vertical, arriba Fuerza normal N maés peso N +mg = mv?/R

En esta tabla, NV es la fuerza normal de contacto. Se toma positivo hacia el centro. En el peralte, 0 es el angulo

de la carretera con la horizontal; en el péndulo, es el angulo de la cuerda con la vertical.

i Qué sucede si desaparece la fuerza que curva la trayectoria?

Si en ese instante la resultante pasa a ser cero, desaparece la aceleraciéon y el cuerpo sigue con su
velocidad instantdnea: una recta tangente a la circunferencia.

Antes de liberar:
posiciones a la resultante radial cambia la direc-
tiempos iguales cién.

Después de liberar:
a =0y v constante.

Ejemplo: cortar la cuerda en la vista superior de una mesa sin rozamiento. La normal y el peso siguen equili-

brandose. Si quedan otras fuerzas sin equilibrar, la trayectoria posterior debe calcularse con ellas.

Para mantener el giro se necesita una resultante radial hacia dentro. Para aumentar
o reducir la rapidez se necesita, ademas, una resultante tangencial.

Material y diagramas de elaboracién propia - Pablo Lanz - IES Benjamin de Tudela.
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